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3,3 4,3

0

0 2

2

2

2 0

f f

f f f

f f f

f f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  
   
   
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Collocated 
Derivative Matrix

35

yD  

𝐷௬ Derivative Matrix (1 of 14)

36

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (2 of 14)

37

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (3 of 14)

38

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (4 of 14)

39

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (5 of 14)

40

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (6 of 14)

41

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (7 of 14)

42

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (8 of 14)

43

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (9 of 14)

44

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (10 of 14)

45

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (11 of 14)

46

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (12 of 14)

47

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 

𝐷௬ Derivative Matrix (13 of 14)

48

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 4,3 4,20

2

f f

y y




 

, , 1 , 1

2
i j i j i jf f f

y y
  


 
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𝐷௬ Derivative Matrix (14 of 14)

49

1,1 1,2

2,1 2,2

3,1 3,2

4,1 4,2

1,2 1,3 1,1

2,2 2,3 2,1

3,2 3,3 3,1

4,2 4,3 4,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

0

2

0

2

0

2

f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y
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Placing Diagonals in Sparse Matrices in MATLAB

68

M = 6;
Z = sparse(M,M);
d = ones(M,1);
A = spdiags(d,0,Z);

M = 6;
Z = sparse(M,M);
d = ones(M,1);
A = spdiags(-d,-1,Z);
A = spdiags(+d,+1,A);

A =
[  0   1   0   0   0   0  ]
[ -1   0   1   0   0   0  ]
[  0  -1   0   1   0   0  ]
[  0   0  -1   0   1   0  ]
[  0   0   0  -1   0   1  ]
[  0   0   0   0  -1   0  ]

A =
[ 1  0  0  0  0  0  ]
[ 0  1  0  0  0  0  ]
[ 0  0  1  0  0  0  ]
[ 0  0  0  1  0  0  ]
[ 0  0  0  0  1  0  ]
[ 0  0  0  0  0  1  ]
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  2

0 0 0

0 0 0
If 1, then 

0 0 0

x x xN D D

 
 
        
 
 





   



2

0 0 0

0 0 0
If 1, then 

0 0 0

y y yN D D

 
 
           
 
 





   



These are all sparse matrices of all zeros.


