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0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (5 of 11)

22

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 



9/8/2020

12

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (6 of 11)

23

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (7 of 11)

24

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 
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𝐷௬
௙

Derivative Matrix (8 of 11)

25

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (9 of 11)

26

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 



9/8/2020

14

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (10 of 11)

27

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

, , 1 ,i j i j i jf f f

y y
 


 

𝐷௬
௙

Derivative Matrix (11 of 11)

28

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

1,1 1,2 1,1

2,1 2

3,1

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

f f f

f f

f

f

f
y y

f

f

f

f

   
     
  
     
   
   

   
     

   
     

,2 2,1

3,2 3,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

1,3

2,3

3,3

0

0

0

f

f f

f f

f f

f f

f

f

f

 
  
 
  
 
 

 
 
 

 
  
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𝐷௬
௙

Derivative Matrix (11 of 11)

29

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,1

3,1 3,2 3,1

1,2 1,3 1,2

2,2 2,3 2,2

3,2 3,3 3,2

1,3 1,3

2,3 2,3

3,3 3,3

0

0

0

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f f

y y

f f

y y

f f

y y

f f

y y

 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 
 


 

1,1 1,2 1,1

2,1 2

3,1

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

f f f

f f

f

f

f
y y

f

f

f

f

   
     
  
     
   
   

   
     

   
     

,2 2,1

3,2 3,1

1,3 1,2

2,3 2,2

3,3 3,2

1,3

2,3

3,3

0

0

0

f

f f

f f

f f

f f

f

f

f

 
  
 
  
 
 

 
 
 

 
  

f
yD  

Anatomy of 

30

f
yD  

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1
1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0

1 0

1

f
y

y

 
  
 
  
  

  
 

 
 

 
  

D

xN
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Left‐Handed 
Derivative Matrix

31

g
xD  

𝐷௫
௚

Derivative Matrix (1 of 11)

32

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 
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𝐷௫
௚

Derivative Matrix (2 of 11)

33

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 

𝐷௫
௚

Derivative Matrix (3 of 11)

34

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 
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𝐷௫
௚

Derivative Matrix (4 of 11)

35

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 

𝐷௫
௚

Derivative Matrix (5 of 11)

36

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 
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𝐷௫
௚

Derivative Matrix (6 of 11)

37

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 

𝐷௫
௚

Derivative Matrix (7 of 11)

38

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 
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Derivative Matrix (8 of 11)

39

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 

𝐷௫
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Derivative Matrix (9 of 11)

40

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 
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Derivative Matrix (10 of 11)

41

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , 1,i j i j i jg g g

x x
 


 

𝐷௫
௚

Derivative Matrix (11 of 11)

42

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

1,1 1,1

2,1 2,1 1,

3,1

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

01 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1

g g

g g g

g

g

g
x x

g

g

g

g

  
      
  
  
  
   
   

   
  
  

   
     

1

3,1 2,1

1,2

2,2 1,2

3,2 2,2

1,3

2,3 1,3

3,3 2,3

0

0

g g

g

g g

g g

g

g g

g g

 
 
 
 
  
 
 

 
 
 

 
  
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Derivative Matrix (11 of 11)

43

1,1 1,1

2,1 2,1 1,1

3,1 3,1 2,1

1,2 1,2

2,2 2,2 1,2

3,2 3,2 2,2

1,3 1,3

2,3 2,3 1,3

3,3 3,3 2,3

0

0

0

g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x
g g

x x
g g g

x x
g g g

x x

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

1,1 1,1

2,1 2,1 1,

3,1

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

01 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1

g g

g g g

g

g

g
x x

g

g

g

g

  
      
  
  
  
   
   

   
  
  

   
     

1

3,1 2,1

1,2

2,2 1,2

3,2 2,2

1,3

2,3 1,3

3,3 2,3

0

0

g g

g

g g

g g

g

g g

g g

 
 
 
 
  
 
 

 
 
 

 
  

g
xD  

Anatomy of 

44

g
xD  

1

1 1

1 1

1
1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

0

0

g
x

x

 
  
 
 
 
  

  
 

 
 

 
  

D

Dirichlet boundary 
conditions

xN
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Derivative Matrix (1 of 11)

46

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (2 of 11)

47

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 

𝐷௬
௚

Derivative Matrix (3 of 11)

48

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (4 of 11)

49

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (5 of 11)

50

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (6 of 11)

51

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 

𝐷௬
௚

Derivative Matrix (7 of 11)

52

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (8 of 11)

53

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (9 of 11)

54

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (10 of 11)

55

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3,1

1,2 1,2 1,1

2,2 2,2 2,1

3,2 3,2 3,1

1,3 1,3 1,2

2,3 2,3 2,2

3,3 3,3 3,2

0

0

0

g g

y y

g g

y y

g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

g g g

y y

 


 
 


 
 


 

 


 
 


 
 


 
 


 

 


 
 


 

, , , 1i j i j i jg g g

y y
 


 
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Derivative Matrix (11 of 11)

56

1,1 1,1

2,1 2,1

3,1 3

1,2

2,2

3,2

1,3

2,3

3,3

01 0 0 0 0 0 0 0 0
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Spacing for Boundary Corrections and Diagonal Offsets

60

1 1

1 1

1

1 1
1

1 1

1

1 1

1 1

1

0

0

f
x

x

 
  
 
  
  

  
 

 
 

 
  

D

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1
1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0

1 0

1

f
y

y

 
  
 
  
  

  
 

 
 

 
  

D

1

1 1

1 1

1
1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

0

0

g
x

x

 
  
 
 
 
  

  
 

 
 

 
  

D

1

0 1

0 0 1

1 0 0 1
1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

1 0 0 1

g
y

y

 
 
 
 
  
  

  
 

 
 

 
  

D

xN

Dirichlet boundary 
conditions

Dirichlet boundary 
conditions

xN

xN

xN



9/8/2020

31

Same Matrices on a 4x4 Grid
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Relationship Between the Derivative Matrices
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Transpose Operation
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1 2 , 
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   
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, 
3 4 2 4
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   
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,, j ii j
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AT = transpose(A); AT = A.’;

Hermitian (Conjugate) Transpose Operation
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A A

AT = ctranspose(A); AT = A’;

Relationship Between the Derivative Operators

Hg f
x x    D D

Hg f
y y    D D

DGX = -DFX’; DGY = -DFY’;

This means you only have to construct 
derivative operators for f(x).  The derivative 
operators for g(x) can be computed directly 
from the derivative operators for f(x).

This relationship is not valid for some 
boundary conditions, like Neumann.
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The Rule Using Dirichlet Boundary Conditions
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These are all sparse matrices of all zeros.


