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Electromagnetics:

Microwave Engineering

Transmission Line Resonators

Lecture Outline

• Short‐circuited 𝜆/2 resonator

• Short‐circuited 𝜆/4 resonator

•Open‐Circuited 𝜆/2 resonator
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Short‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

𝑍୧୬ ൌ 𝑍଴ tanhሾ 𝛼 ൅ 𝑗𝛽 𝑙ሿ

𝑍୧୬ ൌ 𝑍଴
tanhሺ𝛼𝑙ሻ ൅ 𝑗 tanሺ𝛽𝑙ሻ

1 ൅ 𝑗 tan 𝛽𝑙 tanh 𝛼𝑙

For a low‐loss transmission line, 𝛼𝑙 ≪ 1  →       tan 𝛼𝑙 ≅ 𝛼𝑙

Resonant frequency 𝜔 ൌ 𝜔଴, the length is 𝑙 ൌ 𝜆/2
𝑛 ൌ 1 ሺ𝜆 2⁄ ሻ 𝑛 ൌ 2 ሺ𝜆ሻ

𝑉

0

𝑙 ൌ
𝑛𝜆
2

𝑙

𝑉

0
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Short‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

For frequencies near resonance, 𝜔 ൌ 𝜔଴ ൅ Δ𝜔

𝛽𝑙 ൌ
𝜔𝑙
𝑣௣

ൌ
𝜔଴𝑙
𝑣௣

൅
Δ𝜔𝑙
𝑣௣

At the resonant frequency 𝜔 ൌ 𝜔଴, we have

𝑙 ൌ
𝜆
2
ൌ 𝜋

𝑣௣
𝜔଴

𝛽𝑙 ൌ 𝜋 ൅
Δ𝜔𝜋
𝜔଴

tan 𝛽𝑙 ൌ tan 𝜋 ൅
Δ𝜔𝜋
𝜔଴

≅
Δ𝜔𝜋
𝜔଴
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Short‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

Using this result, the input impedance 𝑍୧୬ is

𝑍୧୬ ≅ 𝑍଴
𝛼𝑙 ൅ 𝑗 Δ𝜔𝜋

𝜔଴

1 ൅ 𝑗 Δ𝜔𝜋
𝜔଴

𝛼𝑙
≅ 𝑍଴ 𝛼𝑙 ൅ 𝑗

Δ𝜔𝜋
𝜔଴

This has the form of the input impedance of a series RLC resonant circuit

𝑍୧୬ ൌ 𝑅 ൅ 2𝑗𝐿Δ𝜔
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Short‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

The 𝑅𝐿𝐶 parameters are

𝑅 ൌ 𝑍଴𝛼𝑙

𝐿 ൌ
𝑍଴𝜋
2𝜔଴

𝐶 ൌ
1

𝜔଴
ଶ𝐿

And the unloaded 𝑄 factor 𝑄଴ is

𝑄଴ ൌ
𝜔଴𝐿
𝑅

ൌ
𝜋

2𝛼𝑙
ൌ

𝛽
2𝛼
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𝑄 of 𝜆/2 Coaxial Line Resonator
Assume a 𝜆/2 resonator is made from a piece of copper coaxial line having an inner 
conductor radius of 1 mm and an outer conductor radius of 4 mm. If the resonant 
frequency is 5 GHz, compare the 𝑄଴ of an air‐filled coaxial line to that of a Teflon‐filled 
coaxial line resonator.

𝜎ୡ୭୮୮ୣ୰ ൌ 5.813 ൈ 10଻ S/m

𝑎 ൌ 1 mm
𝑏 ൌ 4 mm

Answer: First we calculate the attenuation of the coaxial line.

𝑅௦ ൌ
𝜔𝜇଴

2𝜎ୡ୭୮୮ୣ୰
ൌ 1.84 ൈ 10ିଶ Ω

𝑎 𝑏

air/Teflon The surface resistivity at 5 GHz is

𝜖୰ ൌ 1
tan 𝛿 ൌ 0

For air:
𝜖୰ ൌ 2.08

tan 𝛿 ൌ 0.0004

For Teflon:
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𝑄 of 𝜆/2 Coaxial Line Resonator
The attenuation due to conductor loss is given by

𝛼௖ ൌ
𝑅௦

2𝜂 lnሺ𝑏 𝑎⁄ ሻ
1
𝑎
൅

1
𝑏

𝑎 𝑏

air/Teflon For Teflon, the attenuation is

For air, the attenuation is

𝛼ୡ,ୟ୧୰ ൌ
𝑅௦

2ሺ377ሻ lnሺ0.004 0.001⁄ ሻ
1

0.001
൅

1
0.004

ൌ 0.022 Np/m

𝛼ୡ,୘ୣ୤୪୭୬ ൌ
𝑅௦ 2.08

2ሺ377ሻ lnሺ0.004 0.001⁄ ሻ
1

0.001
൅

1
0.004

ൌ 0.032 Np/m
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𝑄 of 𝜆/2 Coaxial Line Resonator

Now we will calculate the attenuation due to dielectric loss

𝛼ௗ ൌ 𝑘଴
𝜖୰
2

tan 𝛿

𝑎 𝑏

air/Teflon

For Teflon, the attenuation due to dielectric loss is

For air, since tan 𝛿 ൌ 0, we have 𝛼ௗ ൌ 0

𝛼ௗ ൌ
2𝜋
𝜆଴

𝜖୰
2

tan 𝛿 ൌ
104.7 2.08 ሺ0.0004ሻ

2
ൌ 0.030 Np/m
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𝑄 of 𝜆/2 Coaxial Line Resonator

We can calculate the unloaded 𝑄s

𝑄ୟ୧୰ ൌ
𝛽

2𝛼
ൌ

104.7
2ሺ0.022ሻ

ൌ 2380

𝑎 𝑏

air/Teflon
𝑄୘ୣ୤୪୭୬ ൌ

𝛽
2𝛼

ൌ
104.7

2ሺ0.032൅ 0.030ሻ
ൌ 1218
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Short‐Circuited 𝜆/4 Line Resonator

Creates a parallel resonance (antiresonance). The input impedance is

𝑍୧୬ ൌ 𝑍௢ tanh 𝛼 ൅ 𝑗𝛽 𝑙 ൌ 𝑍଴
tanhሺ𝛼𝑙ሻ ൅ 𝑗 tanሺ𝛽𝑙ሻ
1 ൅ 𝑗 tan 𝛽𝑙 tan 𝛼𝑙  

ൌ 𝑍଴
1 െ 𝑗 tanh 𝛼𝑙 cot 𝛽𝑙
tanhሺ𝛼𝑙ሻ െ 𝑗 cotሺ𝛽𝑙ሻ

For the 𝜆/4 resonator, and at frequencies near resonance, we have

𝛽𝑙 ൌ
𝜔଴𝑙
𝑣௣

൅
Δ𝜔𝑙
𝑣௣

ൌ
𝜋
2
൅
𝜋Δ𝜔
2𝜔଴

cot 𝛽𝑙 ≅ െ tan
𝜋Δ𝜔
2𝜔଴

≅ െ
𝜋Δ𝜔
2𝜔଴
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Short‐Circuited 𝜆/4 Line Resonator
Assuming small loss, tanh 𝛼𝑙 ≅ 𝛼𝑙, so 𝑍୧୬ is

𝑍୧୬ ൌ 𝑍଴
1 ൅ 𝑗𝛼𝑙𝜋Δ𝜔/2𝜔଴

𝛼𝑙 ൅ 𝑗𝜋Δ𝜔/2𝜔଴
ൌ

𝑍଴
𝛼𝑙 ൅ 𝑗𝜋Δ𝜔/2𝜔଴

𝑅 ൌ
𝑍଴
𝛼𝑙

Which has the same form as the impedance of a parallel 𝑅𝐿𝐶 circuit

𝑍୧୬ ൌ
1

1 𝑅⁄ ൅ 2𝑗Δ𝜔𝐶

And the 𝑅𝐿𝐶 parameters are

𝐿 ൌ
1

𝜔଴
ଶ𝐶

𝐶 ൌ
𝜋

4𝜔଴𝑍଴

And unloaded 𝑄 is given by
𝑄଴ ൌ 𝜔଴𝑅𝐶 ൌ

𝜋
4𝛼𝑙

ൌ
𝛽

2𝛼
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Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator
This resonator behaves as a parallel resonant circuit at multiples of 𝜆/2

𝑍୧୬ ൌ 𝑍଴ coth 𝛼 ൅ 𝑗𝛽 𝑙 ൌ 𝑍଴
1 ൅ 𝑗 tanሺ𝛽𝑙ሻ tanh 𝛼𝑙  

tanh 𝛼𝑙 ൅ 𝑗 tan 𝛽𝑙

𝑙 ൌ
𝑛𝜆
2

𝑙

𝑛 ൌ 2 ሺ𝜆ሻ𝑛 ൌ 1 ሺ𝜆 2⁄ ሻ

𝑙

14

Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

𝑍୧୬ ൌ
𝑍଴

𝛼𝑙 ൅ 𝑗 Δ𝜔𝜋/𝜔଴

Assume 𝑙 ൌ 𝜆/2 at 𝜔 ൌ 𝜔଴, and let 𝜔 ൌ 𝜔଴ ൅ Δ𝜔

𝛽𝑙 ൌ 𝜋 ൅
𝜋Δ𝜔
𝜔଴

     →     tan 𝛽𝑙 ൌ tan
Δ𝜔𝜋
𝜔

≅
Δ𝜔𝜋
𝜔଴

,      tan 𝛼𝑙 ≅  𝛼𝑙

So the input impedance 𝑍୧୬ has the same form as a parallel resonant circuit
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𝑅 ൌ
𝑍଴
𝛼𝑙

And the 𝑅𝐿𝐶 parameters are

𝐿 ൌ
1

𝜔଴
ଶ𝐶

𝐶 ൌ
𝜋

2𝜔଴𝑍଴

And unloaded 𝑄 is given by

𝑄଴ ൌ
𝜋

2𝛼𝑙
ൌ

𝛽
2𝛼

Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

Solution:
From Lecture 2c, “Transmission Line Examples”, the 
width is

𝑊 ൌ 0.508 cm

And the effective relative permittivity is

16

A microstrip resonator is constructed from a 𝜆/2 length of 50 Ω open‐circuited 
mictrostrip line made of copper. The substrate is Teflon  𝜖୰ ൌ 2.08, tan𝛿 ൌ 0.0004 , 
with a thickness of 0.159 cm. Calculate the required length for resonance at 5 GHz and 
the unloaded 𝑄 of the resonator. Ignore fringing fields at the edge of the line.

𝑄଴ of Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

𝜖୰,ୣ୤୤ ൌ 1.80

𝑾

𝝐𝐫
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𝑙 ൌ
𝜆
2
ൌ

𝑐଴
2𝑓 𝜖୰,ୣ୤୤

ൌ 2.24 cm
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The resonant length can now be calculated:

𝑄଴ of Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

𝑾

𝝐𝒓
𝛽 ൌ

2𝜋𝑓
𝑣௣

ൌ
2𝜋𝑓 𝜖୰,ୣ୤୤

𝑐଴
ൌ 140.5 rad/m

The propagation constant 𝛽 is
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𝑄଴ of Open‐Circuited 𝜆/2 Line Resonator

𝑾

𝝐𝐫

𝛼௖ ൌ
𝑅௦
𝑍଴𝑊

ൌ
1.84 ൈ 10ିଶ

50ሺ0.00508ሻ
ൌ 0.0724  Np/m

The attenuation due to conductor loss in a microstrip line is 

𝛼ௗ ൌ
𝑘଴𝜖୰ 𝜖୰,ୣ୤୤ െ 1 tan 𝛿

2 𝜖୰,ୣ୤୤ 𝜖୰ െ 1
ൌ 0.024  Np/m

The attenuation due to the dielectric loss in a microstrip is

𝑄 ൌ
𝛽

2𝛼
ൌ

140.5
2 0.0724 ൅ 0.024

ൌ 728.7

And the unloaded 𝑄 is
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